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摘要 随着社交网络平台的快速发展, 带有网络结构的时序数据越来越多. 为拟合用户行为的动态变

化, 网络向量自回归模型被提出. 模型最早研究的是连续型因变量. 然而实际数据常观测到离散型因

变量. 由此, 本文提出广义网络向量自回归模型. 模型假设存在一个潜在的连续型变量, 决定了可观测

到的离散型因变量的取值. 为了估计和推断模型, 本文提出了 MCMC (Markov chain Monte Carlo) 算

法并通过随机模拟进行验证. 最后, 使用某社交网络平台上的两个真实的数据案例作为例证.
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1 引言

随着互联网的快速发展, 社交网络数据越来越多. 如今, 典型的在线社交网络平台包括 Facebook

(www.facebook.com)、Twitter (www.twitter.com) 和新浪微博 (www.weibo.com) 等. 社交网络由许多

节点及节点之间的网络关系组成. 例如, 在微博社交关系网络中, 一个用户就是一个节点, 用户之间的

相互关注关系就是网络关系 [1]. 在引文网络中, 一篇论文就是一个节点, 论文间的引用关系就是网络

关系 [2]. 与传统数据不同, 网络结构数据不再独立, 而是包含了个体之间的关系信息, 在研究社会关系

方面具有巨大的商业价值. 因此, 社交网络数据的统计分析在各个学科中具有广泛的应用, 例如, 在组

织管理学中研究同伴效应, 在人口学中基于社交网络研究移民特点, 等等 [3–5].

除了网络关系之外, 从每个节点收集的因变量和自变量也可以是时间序列数据. 一般而言, 回归

模型被广泛用于研究因变量与自变量的相关关系.而空间自回归模型的提出既可以将网络关系考虑在

内, 又可以拟合时间序列数据的动态变化 [6–8]. 在该模型框架下, 假设因变量 Yit (其中, i = 1, . . . , N ,
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t = 1, . . . , T , N 为节点个数, T 为时间周期) 受到 4 个因素的影响. 首先, Yit 受到滞后期 Yi(t−1) 的影

响. 其次, Yit 受到其关注者的影响. 第三, Yit 受到其节点相应自变量的影响. 最后, 独立的随机噪声项

也会对因变量产生影响. 基于空间向量自回归模型的应用很多, 例如, Chen 等 [9] 和 Zhou 等 [10] 研究

推特类型的在线社交网络, 他们发现用户的发文行为之间存在正向网络效应; Zhu 等 [1] 提出了专门用

于研究动态社交行为的网络向量自回归模型; Cohen-Cole 等 [11] 在研究学生的社交活动中发现内部选

择和交叉选择的同伴效应对青少年行为有非平凡的影响.

但是,所有上述研究都关注于连续型因变量,例如,社交网络中的用户活跃度.在实际数据分析中,

经常会遇到离散型因变量. 例如, 网络用户的决策行为被记录为 0-1 变量 (例如, 购买与否); 网络平台

上的发布帖子数被记录为计数变量. 在已有的文献中, 状态空间模型 [12] 被广泛用于拟合动态离散型

因变量. 模型的基本假定为观察到的因变量是由其潜在状态决定的. 关于状态空间模型估计与应用的

相关研究可以参见文献 [13–15]. 本文在空间向量自回归模型和状态空间模型的基础上, 提出了广义网

络向量自回归模型.

本文的主要贡献有以下三点. 首先, 借鉴空间自回归模型和状态空间模型的优点提出广义网络向

量自回归模型. 因此, 该模型可以在考虑节点间网络关系的同时, 研究网络结构中的动态离散型因变

量数据. 其次, 我们提出了 Metropolis Hastings-within-Gibbs MCMC 算法来进行模型估计. 具体而言,

通过设定先验分布并计算似然函数, 可以推导出每个未知参数的完全条件分布, 然后根据其具体形式

进行 MCMC抽样求解. 第三,以两个真实的社交网络数据集作为例证,进一步展示广义网络向量自回

归模型的应用场景, 其扩展了先前的实证分析框架, 并获得了更为丰富的模型解释.

本文余下内容的结构如下. 第 2节介绍广义网络向量自回归模型. 第 3节提出广义网络向量自回

归模型的 MCMC 估计方法, 并在第 4 节通过随机模拟进行验证. 第 5 节应用广义网络向量自回归模

型对两个实际案例进行分析. 第 6 节进行总结和讨论.

2 广义网络向量自回归模型

假设网络中具有 N 个节点 (i = 1, . . . , N). 使用邻接矩阵 A = (aij) ∈ RN×N 来刻画网络中节点

间的关系. 具体来说, 如果第 i 个节点与第 j 个节点相连, 那么 aij = 1, 否则 aij = 0. 依照惯例, 令

aii = 0, i = 1, . . . , N . 对于每个节点 i, 假设在时间点 t 收集到离散型因变量为 Yit (t = 1, . . . , T ).

为描述因变量 Yit 的统计特征, 假设它由一个连续的潜在变量 Zit 决定, 该变量也被称为状态变

量. 接下来, 设 Yt = (Y1t, . . . , YNt)
⊤ ∈ RN , Zt = (Z1t, . . . , ZNt)

⊤ ∈ RN . 令 Ft 表示由 {Ys,Zs : s 6 t}
生成的 σ- 域. 假设 Yit 的条件概率满足

P(Yit | Ft) = P(Yit | Zit). (2.1)

可以看出, Yit 的分布具有无记忆性, 只取决于它对应的状态变量 Zit. 本文假定 P(Yit | Zit) 具有已知

的参数形式. 例如, 如果 Yit ∈ {0, 1} 是一个 0-1 型变量, 那么 Yit 的条件概率可以写成如下形式:

P(Yit = 1 | Zit) =
exp(Zit)

1 + exp(Zit)
. (2.2)

再例如, 假设 Yit ∈ {0, 1, 2, . . .} 是一个计数变量, Yit 的条件分布是 Poisson 分布, 其条件分布为

P(Yit = k | Zit) =
λk
it exp(−λit)

k!
, k = 0, 1, 2, . . . , (2.3)
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其中 λit = exp(Zit). 除此之外还可以考虑 Yit 和 Zit 之间其他形式的连接函数, 如负二项分布等.

经过以上讨论,我们知道 Yit 的分布完全取决于 Zit. 因此, 为了研究 Yit 的动态变化, 可以用连续

变量 Zit 作为替代进行建模. 为了对 Zit 建模, 考虑 Zhu 等 [1] 提出的网络向量自回归模型, 即

Zit = β0 + β1n
−1
i

N∑
j=1

aijZj(t−1) + β2Zi(t−1) + V ⊤
i γ + εit, (2.4)

其中, ni =
∑

j aij 代表个体 i 的出度, 即个体 i 与多少条边相连, 在一定程度上反应个体 i 的活跃度.

Vi = (Vi1, . . . , Vip)
⊤ ∈ Rp 是不随时间改变的 p 维自变量. 另外, 噪声项 εit 相互独立且服从 N(0, σ2)

的正态分布. 参数 β0 ∈ R1 是基准效应. 参数 β1 ∈ R1 和 β2 ∈ R1 分别称为网络效应和自回归效应. 具

体而言, β1 刻画了与其相连节点的影响, β2 刻画了节点自身滞后期的影响. 最后, γ ∈ Rp 刻画了不随

时间改变的自变量 (如性别、位置) 产生的影响. 本文基于模型 (2.1) 和 (2.4) 提出广义网络向量自回

归模型.

记 W = (wij) ∈ RN×N 为行标准化后的邻接矩阵, 其中 wij = n−1
i aij . 将 V = (V1, . . . , VN )⊤ ∈

RN×p 记为节点自变量矩阵. 令 Et = (ε1t, . . . , εNt)
⊤ ∈ RN , Zt = (Z1t, . . . , ZNt)

⊤. 基于上述定义, (2.4)

可以改写为

Zt = β0 + β1WZt−1 + β2Zt−1 + Vγ + Et. (2.5)

需要注意的是, 广义网络向量自回归模型也可以被视为状态空间模型 [15, 16]. 具体来说, 给定潜在变量

Zit, 离散型因变量 Yit 满足 “观测方程” (2.1); 而 Zit 的动态变化和网络相关性则由 “状态方程” (2.4)

进行描述. 在本文中, 广义网络向量自回归模型的目的是估计参数 θ = (β0, β1, β2, γ
⊤)⊤ ∈ R3+p, 并对

潜在状态 Zt 进行推断.

3 模型估计

本节将进一步讨论广义网络向量自回归模型的参数估计方法. 如果潜在状态 {Zt : 1 6 t 6 T} 是
可观测的, 则模型 (2.4) 中的未知参数可以通过 Zhu 等 [1] 给出的普通最小二乘法进行估计. 然而, 在

实际情况中, 潜在状态是不可观测的, 因此使用普通最小二乘法进行估计是不可行的. 为了解决这个

问题, 我们采用了 Metropolis Hastings-within-Gibbs MCMC 算法进行估计.

令 Y = (Y⊤
1 , . . . ,Y⊤

T )
⊤ ∈ RNT , Z = (Z⊤

1 , . . . ,Z⊤
T )

⊤ ∈ RNT . 假设 t = 0 时的初始状态变量为 0, 即

Z0 = 0. 然后, 给定 Y、V 和 Z0, 状态变量 Z 和未知参数 {θ, σ2} 的联合后验分布推导如下:

f(Z, θ, σ2 | Y,Z0,V) ∝ f(Y | Z)f(Z | Z0,V, θ, σ2)f(θ)f(σ2)

=

{ T∏
t=1

N∏
i=1

f(Yit | Zit)

}{ T∏
t=1

f(Zt | Zt−1,V, θ, σ2)

}
f(θ)f(σ2), (3.1)

其中符号 ∝ 表示成比例, f(θ) 和 f(σ2) 分别表示 θ 和 σ2 的先验分布.

给定 (3.1)中 {Z, θ, σ2}的联合后验分布,可以很容易地获得每个状态变量和每个参数的完全条件

分布. 随后, 我们设计了 Metropolis Hastings-within-Gibbs 采样算法用于模型估计. 在下文中, 首先在

第 3.1 小节中推导状态变量 Zit 的完全条件分布, 进而在第 3.2 小节中推导参数 θ 和 σ2 的完全条件

分布. 整个 MCMC 抽样过程参见算法 1.
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算法 1 广义网络向量自回归模型的 MCMC 抽样算法

1. 初始化状态变量 {Zit : 1 6 i 6 N, 1 6 t 6 T} 以及参数 {θ, σ2}.

2. 设置迭代器 m = 1, 2 . . . , 重复以下步骤直至收敛:

(a) 对于 i = 1, . . . , N 和 t = 1, . . . , T , 使用 Metropolis-Hastings 抽样算法, 根据其后验分布 f̃(Zit) 更新状态变量

Zit;

(b) 从完全条件分布 N(µθ,Σθ) 中抽样更新参数 θ;

(c) 从完全条件分布 INV-χ2(NT, s2) (即带尺度的逆 χ2 分布) 中抽样更新参数 σ2.

3.1 潜在状态变量的完全条件分布

本节将计算 Zit 的完全条件分布. 令 Xit = (1, w⊤
i Zt−1, Zi(t−1), V

⊤
i )⊤ ∈ R3+p 和 Z−(it) = {Zjs :

j ̸= i, s ̸= t}. 用 f̃(Zit) = f(Zit | Z−(it),Y,Z0,V, θ, σ2) 表示 Zit 的完全条件分布. 根据联合后验分布

(3.1), 可以得到 Zit 的完全条件分布

f̃(Zit) ∝ f(Z, θ, σ2 | Y,Z0,V)

∝ P(Yit | Zit)f(Zit | Zt−1,V, θ, σ2)f(Zt+1 | Zt,V, θ, σ2)

∝ P(Yit | Zit) exp

{
− 1

2σ2
(Zit −X⊤

i(t−1)θ)
2

}∏
j ̸=i

exp

{
− 1

2σ2
(Zj(t+1) −X⊤

jtθ)
2

}
. (3.2)

(3.2)中的第二行来自于 (2.4)中假定的动态关系.由于 (3.2)中的完全条件分布不是标准分布形式, 因

此, 直接根据 f̃(Zit) 对 Zit 进行抽样是很困难的. 为此, 我们使用 Metropolis-Hastings 抽样算法来更

新 Zit. 在 Metropolis-Hastings 算法中, 需要找到一个提议分布, 它需要近似于真实的完全条件分布

f̃(Zit) 并且易于抽样.

为了找到合适的提议分布, 我们深入研究 f̃(Zit) 的性质. 首先, 可以写出 f̃(Zit) 的对数形式:

log{f̃(Zit)} = log{P(Yit | Zit)}+ log{f(Zit | Zt−1,V, θ, σ2)f(Zt+1 | Zt,V, θ, σ2)}+ C1

= log{P(Yit | Zit)} −
1

2σ2
{(Zit − Ei(t−1))

2 + (Fi(t+1) − β2Zit)
2}

− 1

2σ2

{ N∑
j ̸=i

(Gj(t+1) − β1wjiZit)
2

}
+ C1, (3.3)

其中

Ei(t−1) = β0 + β1

∑
j

wijZj(t−1) + β2Zi(t−1) + Viγ,

Fi(t+1) = Zi(t+1) − β0 − β1

∑
j

wijZjt − Viγ,

Gj(t+1) = Zj(t+1) − β0 − β1

∑
s ̸=i

wjsZst − β2Zjt − Viγ,

C1 是与 Zit 无关的项. 进一步地, 通过省略与 Zit 无关的项, 可以将 log{f̃(Zit)} 进一步化简为

log{f̃(Zit)} = log{P(Yit | Zit)} −
1

2σ̃2
it

(Zit − µ̃it)
2 + C2, (3.4)

4
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其中 C2 是与 Zit 无关的项, 对于 1 6 t 6 T − 1, 推导得到 µ̃it 和 σ̃2
it 分别为

µ̃it =
Ei(t−1) + β2Fi(t+1) +

∑
j ̸=i β1wjiGj(t+1)

1 + β2
2 +

∑
j ̸=i β

2
1w

2
ji

,

σ̃2
it =

σ2

1 + β2
2 +

∑
j ̸=i β

2
1w

2
ji

.

当 t = T 时, 推导得到 µ̃iT = Ei(T−1) 和 σ̃2
iT = σ2.

由于 (3.4) 右侧的第二项是正态分布形式, 所以使用正态分布函数 N(µ̃it, σ̃
2
it) 作为提议分布. 最

后, 在抽样过程中, 可以调整 σ̃2
it 以使 Metropolis-Hastings 算法的接受率在 15% 到 40% 之间.

3.2 未知参数的完全条件分布

本节首先推导 θ 的完全条件分布, 然后推导 σ2 的完全条件分布. 假设 θ 的先验分布为 f(θ) ∝ 1,

其完全条件分布可以推导如下:

f̃(θ) ∝ f(Z, θ, σ2 | Y,Z0,V)

∝
T∏

t=1

f(Zt | Zt−1,V, θ, σ2)

∝
T∏

t=1

exp

{
− 1

2σ2
(Zt − Xt−1θ)

⊤(Zt − Xt−1θ)

}
∝ exp

{
− 1

2σ2
(Z− Xθ)⊤(Z− Xθ)

}
, (3.5)

其中

Xt = (X1t, . . . , XNt)
⊤ ∈ RN×(3+p), X = (X⊤

1 , . . . ,X⊤
T )

⊤ ∈ R(NT )×(3+p).

给定 (3.5), θ 的完全条件分布是正态分布 N(µθ,Σθ), 其中 µθ = (X⊤X)−1X⊤Z, Σθ = (X⊤X)−1.

依照常规, 假设 σ2 的先验分布为 f(σ2) ∝ σ−2. 然后, 根据联合后验分布 (3.1), 可以推导 σ2 的完

全条件分布如下:

f̃(σ2) ∝ f(Z, θ, σ2 | Y,Z0,V)

∝ f(σ2)
T∏

t=1

f(Zt | Zt−1,V, θ, σ2)

∝ σ−2σ−NT
T∏

t=1

exp

{
− 1

2σ2
(Zt − Xt−1θ)

⊤(Zt − Xt−1θ)

}
∝ (σ2)−(NT

2 +1) exp

{
− 1

2σ2
(Z− Xθ)⊤(Z− Xθ)

}
. (3.6)

给定 (3.6), σ2 的完全条件分布是带尺度的逆 χ2 分布, 即 INV-χ2(NT, s2), 其中

s2 =
(Z− Xθ)⊤(Z− Xθ)

NT
.

5
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4 数值模拟

4.1 模型设定

为了验证广义网络向量自回归模型在有限样本下的表现, 本节设计了 3 个数值模拟实验. 在每

个实验中, 考虑两种典型的连接函数, 即 (2.2) 中的逆 logit 连接函数 (简称为 Logit), 以及 (2.3) 中的

Poisson 连接函数 (简称为 Poisson). 每种实验设定的主要差异在于邻接矩阵 A 的生成机制和参数的

设置.

在每个实验设定中,令 p = 5, γ = (−0.1,−0.2, 0.3, 0, 0)⊤、并从均值为 0、协方差为 Σv = (σj1j2)的

多元正态分布生成 Vi = (Vi1, . . . , Vi5)
⊤, 其中 σj1j2 = 0.5|j1−j2|. 接下来, 从 N(0, 1) 生成 εit, 并且将 Z0

设置为 0. 给定 A和 (β0, β1, β2)
⊤,根据 (2.4)可以生成 Z. 最后,分别使用 (2.2)和 (2.3)表示的连接函

数生成 Yit. 在下文中, 考虑了邻接矩阵 A 的 3 种不同的生成机制. 前两种生成机制借鉴自 Zhu 等 [1]

的研究, 最后一个是来自于真实数据.

例 1 (随机分块模型) 随机分块模型是一种常用的网络结构, 主要用于社区发现 [17–19]. 在这个

实验设计中,我们依照 Nowicki和 Snijders [18] 使用随机分块模型来生成邻接矩阵 A. 具体而言,假设网

络中有 K 个社区. 每个节点都以相同的概率被随机分配到某一个社区中. 如果节点 i和 j 属于同一个

社区,则令 P(aij = 1) = 0.3N−0.3,否则 P(aij = 1) = 0.3N−1. 设定参数 (β0, β1, β2)
⊤ 为 (0, 0.1,−0.2)⊤.

最后, 考虑两种不同的社区个数, 即 K = 5 和 K = 10.

例 2 (幂律分布模型) 在这个模型设定中,考虑网络节点的入度 (即 di =
∑

j aji)服从幂律分布.

幂律分布是一种常见的网络现象, 它表示网络中只有少量节点拥有大量的关注者, 而大多数节点的关

注者非常少. 在这个实验设计中, 参考 Clauset 等 [20] 用幂律分布模型生成邻接矩阵 A. 对于每个节点

i (1 6 i 6 N), 首先根据离散型幂律分布产生其入度,即 P(di = h) = ch−α, 其中 c是归一化常数, α 是

指数参数. 然后, 在所有 N 个节点中随机寻找 di 个节点作为节点 i 的关注者. 设定参数 (β0, β1, β2)
⊤

为 (0.3,−0.1, 0.5)⊤. 最后, 考虑两种指数参数的取值, 分别为 α = 1.2 和 α = 2.

例 3 (真实网络结构) 基于第 5.1 小节中某社交网络平台的真实数据设定这个实验中的网络结

构. 具体而言, 该网络中有 N = 1,735 个用户. 根据用户之间的关注关系生成邻接矩阵 A. 如果用

户 i 关注了用户 j, 则令 aij = 1, 否则 aij = 0. 在这种情形下, 网络结构可能是非对称的. 定义∑
i ̸=j aij/n(n − 1) 为网络密度, 表示网络中边的密集程度. 计算可知, 该网络结构的实际网络密度为

2.76%. 最后设定参数 (β0, β1, β2)
⊤ 为 (−0.1,−0.2, 0.3)⊤.

将每个数值模拟实验重复 R = 500 次以获得可靠的估计结果. 在前两个实验设定中, 将时间长度

固定为 T = 10, 节点的数量 N 分别取 100、500 和 1,000. 最后一个基于实际数据的实验设定中, 将节

点数固定为 N = 1,735, 考虑两种不同的时间长度, 即 T = 10 和 T = 30. 在每个生成的数据集上使用

MCMC 算法进行模型估计. 在使用 MCMC 算法时, 我们将选取 3 个不同的初始点, 因此会得到 3 条

MCMC 链. 每条 MCMC 链会首先进行 300 次迭代; 随后, 在 Metropolis-Hastings 步中对每条链再进

行 700次迭代,通过调整参数 σ̃2
it 来得到合适的接受率;当 MCMC链平稳后,再进行 1,000次迭代,从

每 5 次迭代中抽取一个样本用以进行模型估计. 在 MCMC 的运行过程中, 我们会监控潜在状态 Z, 参
数 (θ, σ2) 的抽样曲线, 并通过计算潜在尺度缩减因子 [21,22] 来确保其收敛.

4.2 评价指标和模拟结果

设 θ̂(r) = (θ̂
(r)
j )⊤ = (β̂

(r)
0 , β̂

(r)
1 , β̂

(r)
2 , γ̂(r))⊤ 为第 r 个数据集中参数的后验均值估计. 为了评估模型
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表现, 计算每个给定参数 θj (1 6 j 6 3 + p) 的均方根误差, 即

RMSEj =

{
R−1

R∑
r=1

(θ̂
(r)
j − θj)

2

}−1/2

.

对于每个 θj , 构建其可信度为 95% 的可信区间. 可信区间为

CI
(r)
j = (θ̂

(2.5,r)
j , θ̂

(97.5,r)
j ),

其中 θ̂
(2.5,r)
j 和 θ̂

(97.5,r)
j 是所有后验样本的 2.5% 和 97.5% 分位数. 进一步地, 定义

CCj = R−1
R∑

r=1

I(θj ∈ CI
(r)
j )

为 θj 的可信区间的覆盖范围, 其中 I(·) 代表示性函数.

表 1–3 总结了 3 种模拟实验的估计结果. 由于 3 种实验的估计结果类似, 我们重点对例 1 的估计

结果进行详细说明. 例 1 的具体结果见表 1. 可以看出, 对于两个不同的连接函数 (Logit 和 Poisson),

所有的均方根误差均随着样本量 N 的增加而减小. 例如, 在连接函数为 Logit、社区数 K = 5 的情形

下, 在 N 从 100 增加到 1,000 时, 网络效应的均方根误差从 8.7% 下降到 0.9%; 而自回归效应的均方

根误差从 6.8%下降到 1.2%. 该现象与所提出的广义网络向量自回归模型的估计结果是一致的. 其次,

不同情形下可信区间的覆盖率都接近 95%, 这保证了参数推断的准确性. 最后, 该估计方法对社区数

的改变是稳定的. 表 2 和 3 汇报了例 2 和 3 的估计结果, 该结果与表 1 得出的结论一致. 综上所述,

以上结果表明我们提出的估计方法是稳定的.

表 1 模拟实验 (例 1) 的估计结果. 表格中汇报了均方根误差 (×102) 和可信度覆盖率 (%)

连接函数 θ
K = 5 K = 10

N = 100 N = 500 N = 1,000 N = 100 N = 500 N = 1,000

Logit β0 7.6 (95.1) 2.8 (95.6) 0.8 (94.6) 8.1 (95.7) 4.8 (95.2) 2.1 (95.0)

β1 8.7 (94.7) 1.6 (95.6) 0.9 (94.3) 8.7 (94.3) 2.1 (95.8) 1.5 (95.3)

β2 6.8 (94.3) 3.9 (94.6) 1.2 (94.7) 8.4 (94.6) 5.7 (94.6) 2.0 (94.3)

γ1 7.0 (94.4) 4.3 (95.8) 2.7 (94.4) 7.4 (94.2) 5.5 (94.6) 3.3 (95.7)

γ2 4.7 (94.6) 2.1 (94.6) 1.4 (95.9) 5.5 (94.1) 2.9 (94.8) 1.2 (95.6)

γ3 7.2 (94.8) 5.1 (94.3) 2.1 (94.6) 6.1 (95.5) 3.3 (95.3) 1.3 (94.9)

γ4 6.5 (94.8) 4.6 (94.4) 1.1 (95.8) 8.6 (94.3) 6.4 (95.7) 3.6 (95.2)

γ5 8.5 (94.7) 4.6 (95.4) 2.3 (94.6) 8.5 (94.7) 4.6 (95.4) 2.3 (94.6)

Poisson β0 5.7 (94.8) 1.1 (94.9) 0.8 (94.2) 5.9 (94.7) 2.3 (94.5) 1.1 (94.1)

β1 2.5 (95.3) 1.4 (95.1) 0.9 (94.1) 6.7 (95.9) 3.1 (94.5) 1.9 (94.4)

β2 3.8 (95.6) 2.0 (94.5) 1.5 (94.8) 6.8 (94.0) 4.3 (94.3) 2.2 (94.6)

γ1 8.1 (95.9) 5.5 (95.0) 2.7 (94.1) 8.0 (95.9) 4.1 (94.4) 3.0 (94.4)

γ2 9.8 (94.2) 4.8 (95.2) 2.6 (94.5) 8.8 (94.4) 5.6 (94.2) 2.2 (95.2)

γ3 3.9 (95.3) 2.5 (95.2) 1.0 (94.3) 8.8 (95.3) 6.9 (94.8) 3.9 (94.4)

γ4 3.1 (95.3) 2.1 (94.1) 1.1 (94.3) 6.6 (95.0) 3.8 (95.9) 1.3 (95.0)

γ5 3.5 (94.4) 3.6 (95.6) 1.1 (95.7) 3.5 (94.4) 3.6 (95.6) 1.1 (95.7)
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表 2 模拟实验 (例 2) 的估计结果. 表格中汇报了均方根误差 (×102) 和可信度覆盖率 (%)

连接函数 θ
α = 1.2 α = 2

N = 100 N = 500 N = 1,000 N = 100 N = 500 N = 1,000

Logit β0 5.1 (95.5) 2.1 (94.7) 1.2 (94.1) 4.0 (94.5) 2.1 (94.4) 1.3 (94.4)

β1 5.0 (94.1) 2.7 (95.3) 1.3 (95.5) 4.7 (95.3) 2.5 (94.7) 1.7 (95.8)

β2 8.2 (95.5) 4.8 (94.4) 2.4 (94.2) 8.4 (95.3) 5.8 (94.3) 3.4 (95.9)

γ1 8.1 (94.3) 6.5 (94.2) 3.9 (94.9) 9.8 (94.4) 5.9 (94.5) 2.8 (95.7)

γ2 7.0 (94.5) 4.0 (95.7) 2.3 (94.7) 8.6 (95.5) 5.3 (95.7) 3.0 (94.3)

γ3 9.3 (95.3) 7.0 (94.2) 4.7 (94.7) 6.4 (95.2) 4.9 (94.7) 1.9 (94.2)

γ4 9.9 (94.8) 5.9 (94.1) 2.5 (95.2) 9.8 (95.8) 6.8 (95.8) 2.6 (94.6)

γ5 4.2 (95.1) 2.7 (95.2) 1.5 (95.6) 6.1 (95.8) 3.9 (94.5) 1.5 (95.9)

Poisson β0 8.3 (95.3) 6.7 (95.2) 2.6 (95.1) 8.2 (95.2) 3.3 (95.3) 1.5 (95.1)

β1 2.2 (95.6) 1.6 (94.4) 0.8 (94.4) 2.8 (95.9) 1.2 (95.8) 0.4 (95.4)

β2 5.8 (95.2) 1.9 (94.6) 0.9 (95.0) 7.8 (95.4) 4.6 (94.1) 1.1 (95.3)

γ1 4.6 (95.1) 2.3 (94.4) 1.2 (94.3) 3.2 (94.6) 2.1 (94.3) 1.1 (95.9)

γ2 5.5 (95.6) 3.8 (95.6) 1.1 (94.3) 6.9 (94.5) 3.8 (94.9) 1.6 (94.9)

γ3 4.1 (95.5) 2.7 (95.7) 1.1 (95.5) 7.3 (94.6) 5.8 (94.8) 1.2 (95.4)

γ4 2.6 (95.7) 1.9 (95.5) 0.8 (95.8) 3.4 (94.4) 1.9 (94.7) 1.1 (95.1)

γ5 3.9 (94.8) 2.2 (95.9) 1.6 (94.4) 5.0 (94.3) 2.0 (94.4) 1.7 (95.9)

表 3 模拟实验 (例 3) 的估计结果. 表格中汇报了均方根误差 (×102) 和可信度覆盖率 (%)

θ
Logit Poisson

T = 10 T = 30 T = 10 T = 30

β0 4.2 (95.9) 3.1 (95.8) 6.7 (95.9) 3.8 (94.5)

β1 3.2 (94.3) 2.1 (95.5) 3.1 (95.0) 1.9 (94.6)

β2 2.9 (94.0) 2.1 (94.1) 2.3 (95.8) 1.2 (94.4)

γ1 5.7 (94.9) 4.5 (95.8) 7.3 (94.9) 5.6 (94.3)

γ2 1.9 (94.9) 1.1 (95.4) 1.6 (94.3) 1.0 (94.2)

γ3 2.7 (95.9) 1.6 (94.9) 2.6 (94.9) 1.6 (94.1)

γ4 5.2 (94.4) 4.0 (94.5) 6.2 (94.6) 4.2 (95.3)

γ5 5.8 (94.5) 4.4 (95.5) 6.4 (94.1) 3.9 (95.9)

5 案例分析

5.1 某社交网络平台用户发帖数据

本节使用广义网络向量自回归模型对某社交网络平台收集的真实数据进行分析.所使用的数据集

包含了某明星官方账号 N = 1,735 名粉丝的日常发帖行为. 我们对这些用户进行了连续 T = 30 天的

观察. 在观察期间,记录了每个用户每天发布的微博数量,以及用户个人信息,即性别和标签. 其中,标

签是由用户自己创建的一条文本, 用以描述自身的生活方式和职业状态.

8
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这里, 将 N 个用户之间的网络结构 (即 A) 定义为用户之间的关注 - 被关注关系. 记 aij = 1 为

节点 i 和 j 之间的一条连边. 在此网络中, 总共存在 1,735 个节点和 41,550 个连边. 该网络的密度为

2.76%. 图 1 展示了网络的入度和出度直方图. 可以看出, 入度分布比出度分布的右偏程度更明显. 这

表明该网络中可能存在 “超级明星”.

定义因变量 Yit 为用户 i 在第 t 天所发微博数量, 它能够反映用户的活跃度. Yit 的直方图和用户

平均发帖量的时间序列图 (N−1
∑

t Yit) 如图 2 所示. 可以观察到, Yit 的直方图是右偏的, 这表明大多

数人很少发帖子, 但是仍存在 “高度活跃” 的用户, 例如, 一些媒体账户可以发布数百条微博. 每天平
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图 1 用户发贴行为分析. (a) N = 1,735 个节点的入度直方图, 高度右偏表明网络中存在 “超级明星”; (b) 出度
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图 2 用户发帖行为分析. (a) 发帖数量 (Yit) 的分布直方图, 高度右偏说明存在少量活跃用户; (b) 用户平均发帖

量 (T−1 ∑∑∑
t Yit) 的时间序列图, 表明用户具有稳定的发帖行为
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均发帖数量的整体趋势是稳定的, 这说明用户的发帖行为是稳定的. 此外, 我们还考虑了两个不随时

间变化的自变量, 即性别 (男性 = 1, 女性 = 0) 和标签数量.

由于因变量 Yit 是计数变量, 我们在使用广义网络向量自回归模型进行估计时, 选择使用 Poisson

连接函数 (2.3). 表 4 展示了相应的模型估计结果. 对于每个参数, 表 4 分别展示了其后验均值、后

验标准差和 95% 的可信区间. 如表 4 所示, 所有参数的 95% 置信区间均不包含零. 具体而言, 网络

效应 (β̂1) 的后验均值为 0.11, 95% 可信区间为 [0.09, 0.12]. 这说明用户发帖的活跃程度与其邻居呈现

正相关关系. 模型所估计的自回归效应 (β̂2) 也对发帖数量产生正向影响, 这表明之前发帖活跃程度较

高 (或较低) 的用户, 可能之后的发帖活跃性仍较高 (或较低). 模型估计中两个自变量对应的估计值

(γ̂1, γ̂2) 均为正值, 表明在此数据集中具有更多自创标签的男性用户表现更为活跃.

值得注意的是, Zhu 等 [1] 将该因变量视为连续型变量, 所得模型估计结果与表 4 大体一致. 但是,

将因变量视为离散型计数变量, 并采用本文提出的广义网络向量自回归模型进行估计时, 可以发现网

络效应有所提高, 但是自回归效应有所降低.

最后,我们探索了模型估计得到的潜在状态变量 Z的情况. 图 3显示了每个用户的平均潜在状态

数 (即 T−1
∑

t Zit) 的分布直方图和每天平均潜在状态数 (即 N−1
∑

i Zit) 的时间序列图. 可以看到,

表 4 基于某社交平台用户发贴行为数据的广义网络向量自回归模型估计结果

连接函数 系数估计 均值 标准差 (×102) 置信区间上限 置信区间下限

Poisson 基准效应 (β̂0) −0.32 1.99 −0.36 −0.28

网络效应 (β̂1) 0.11 0.79 0.09 0.12

自回归效应 (β̂2) 0.28 0.35 0.27 0.29

性别 (γ̂1) 0.17 1.82 0.14 0.21

标签数 (γ̂2) 0.04 0.18 0.04 0.05
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图 3 用户发帖行为分析. (a) 每个用户的平均潜在状态直方图 (T−1 ∑∑∑
t Zit), 两个峰值表示了两类具有不同的发

帖习惯的人群; (b) 每天平均潜在状态 (N−1 ∑∑∑
i Zit)
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直方图 (见图 3(a)) 有两个峰值, 表示了两类具有不同发帖习惯的人群. 每天平均潜在状态的趋势 (见

图 3(b)) 与图 2 中所示的每天平均帖子数的趋势相一致.

5.2 某社交网络平台地震新闻传播数据

在第二个实例研究中,我们通过某社交网络平台上的地震新闻数据集来验证广义网络向量自回归

模型的表现. 该数据集包含了 2013 年 4 月 20 日中国四川省雅安市发生 7 级地震相关的帖子. 地震

发生后, 公众非常关注该事件的相关新闻, 许多用户都在社交平台上发帖表示他们的关心和关注. 我

们收集了某社交平台上 N = 6,541 名用户的发帖数据, 并记录他们在地震后 T = 7 天的发帖行为. 数

据中的因变量为用户对地震相关新闻的反应, 具体来说, 如果第 i 个用户在第 t 天发布有关地震的信

息, 则令 Yit = 1, 否则 Yit = 0. 图 4 中展示了发帖用户数量 (即
∑

i Yit) 的时间趋势图. 从图中可以看

出, 总的发帖用户数呈现下降趋势.

与第 5.1 小节的实例研究类似, 将 N 个用户之间的网络结构 (即 A) 定义为网络中用户之间的关

注 - 被关注关系. 在此网络中, 总共存在 6,541 个节点和 96,338 个连边. 该网络的密度为 2.25%. 入

度和出度的直方图如图 5 所示, 均为右偏分布. 由于该实例研究中, 因变量是 0-1 型变量, 我们在使

用广义网络向量自回归模型进行估计时, 选择逆 logit 连接函数 (2.2). 表 5 展示了模型估计结果. 与

第 5.1小节的估计结果相似,可以发现正向的网络效应和自回归效应.此外,尽管模型估计的自回归效

应大于网络效应, 但它们的数量级是可比较的.

最后, 图 6 展示了每个用户或每天的平均潜在状态数的分布情况. 每个用户的平均每天的潜在状

态数分布直方图 (见图 6(a)) 显示, 大多数用户的平均潜在状态数小于 0, 因为采用逆 logit 连接函数,

因此意味着, 大多数用户关于地震微博的发帖概率低于 0.5, 即发帖意愿不强. 每天的平均潜在状态图

(见图 6(b)) 显示了下降趋势, 表明有关地震的信息正在降温.

0

200

400

600

800

1000

1200

1 2 3 4 5 6 7

时间 

发
帖
人
数

图 4 地震新闻传播分析. 发布有关地震消息帖子用户数量 (
∑∑∑

i Yit 的时间趋势图, 图中呈现下降趋势)
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图 5 地震新闻传播分析. (a) N = 6,541 个节点的入度直方图; (b) 出度直方图

表 5 基于某社交平台地震新闻传播数据的广义网络向量自回归模型估计结果

联系函数 变量 均值 标准差 (×102) 置信区间上限 置信区间下限

Logit 基准效应 (β̂0) −2.37 7.61 −2.54 −2.07

网络效应 (β̂1) 0.11 1.40 0.09 0.14

自回归效应 (β̂2) 0.17 6.01 0.08 0.26

性别 (γ̂1) 0.10 1.22 0.08 0.13

标签数 (γ̂2) 0.10 0.21 0.10 0.11
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图 6 地震新闻传播分析. (a) 每个用户的平均每天潜在状态数 (T−1 ∑∑∑
t Zit) 的分布直方图; (b) 每天平均潜在状

态数 (N−1 ∑∑∑
i Zit) 的时间趋势图
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6 结论

本文提出了一种广义网络向量自回归模型, 该模型对动态过程进行建模, 并允许因变量为离散型

变量. 本文提出的模型借鉴了空间自回归模型和状态空间模型的优点. 假设每个观测到的因变量由其

潜在状态确定, 并且使用网络向量自回归模型对潜在状态之间的关系进行建模. 在模型估计方面, 我

们提出 Metropolis Hastings-within-Gibbs MCMC 抽样算法, 并通过随机模拟和两个实证研究进行了

验证.

最后,我们对未来工作提出一些可行的研究方向.第一,本文分别使用逆 logit连接函数和 Poisson

连接函数探讨了广义网络向量自回归模型对于 0-1型变量和计数变量的表现. 接下来可以应用模型对

其他离散型变量和连接函数展开研究. 第二, 在广义网络向量自回归模型中, 假定网络效应 (β1) 和自

回归效应 (β2) 均为固定值. 而在实际情形中, 这两类效应可以是与时间相关的或与节点相关的, 因此,

未来可以更加灵活地设置这些参数. 第三,本文假定广义网络向量自回归模型中的网络结构是静态的,

然而实际中网络结构可以随着时间缓慢变化, 因此, 在未来的研究中可以将动态变化的网络结构纳入

广义网络向量自回归模型.
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Generalized network vector autoregression

Feifei Wang, Xuening Zhu & Rui Pan

Abstract With the rapid development of social network platforms, the time series of network data is becoming
increasingly available. To model the dynamic user behaviours, a network vector autoregression (NAR) model is
developed, which targets at the continuous type responses. In practice, discrete type of data (e.g., number of
posts, user decisions) are frequently collected from the network users. To model such type of data, we propose
a generalized network vector autoregression (GENAR) model in this work. It assumes that a latent continuous
variable exists for each node at each time point, which determines the observed response variable. The dynamic
and network dependence is assumed based on the latent variables (states). To estimate and make a valid inference
of the model, an MCMC (Markov chain Monte Carlo) algorithm is designed and verified by extensive numerical
studies. Two real data examples are presented using datasets from a social network platform for illustration
purpose.

Keywords network data, MCMC algorithm, network vector autoregression, latent variable
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